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Рассмотрим непрерывную 1-периодическую функцию f(x). Предположим,
что она разлагается в ряд Фурье

f(x) =

∞∑
p=−∞

ap exp(2πi p x) . (1)

Здесь

ap =

∫ 1

0

f(x) exp(−2πi p x) dx . (2)

Будем считать, что
∞∑

p=−∞
|ap| < ∞ . (3)

На отрезке [0, 1] введём сетку xj = j/N , j ∈ 0 : N − 1. В узлах xj имеем

fj := f(xj) =
∞∑

p=−∞
ap ωpj

N , ωN = exp(2πi/N) .

Представив p в виде p = s N + k, k ∈ 0 : N − 1, s ∈Z, преобразуем последнюю
формулу:

fj =
N−1∑
k=0

∞∑
s=−∞

ak+sN ω
(k+sN)j
N =

N−1∑
k=0

ωkj
N

∞∑
s=−∞

ak+sN .

Обозначим

A
(N)
k =

∞∑
s=−∞

ak+sN . (4)

Тогда

fj =
N−1∑
k=0

A
(N)
k ωkj

N , j ∈ 0 : N − 1 . (5)
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Из (5) следует, что

A
(N)
k =

1

N

N−1∑
j=0

fj ω−kj
N =

1

N

N−1∑
j=0

f(xj) exp(−2πi k xj) . (6)

Правая часть (6) является квадратурной суммой для интеграла из правой
части (2) при p = k. Значит, A(N)

k → ak при N → ∞ и всех k∈Z. Приближённое
равенство A

(N)
k ≈ ak тем более точно, чем более гладкой будет функция f(x).

Этот факт находится в полном согласии с формулами (4) и (3).
Введём индексное множество IN = {k ∈ Z | − N/2 < k � N/2}. Очевидно,

что IN = −n +1 : n при N = 2n и IN = −n + 1 : n− 1 при N = 2n− 1. В обоих
случаях |IN | = N . Поскольку последовательность {A(N)

k } N -периодична, то
равенство (5) можно переписать в виде

f(xj) =
∑
k∈IN

A
(N)
k exp(2πi k xj) , (7)

где в силу (6)

A
(N)
k =

1

N

N−1∑
j=0

fj ω−kj
N .

Рассмотрим тригонометрический полином

TN (x) =
∑
k∈IN

A
(N)
k exp(2πi k x) .

Согласно (7), TN (xj) = f(xj), т. е. TN (x) интерполирует f(x) в узлах xj . Анализ
приближённой формулы

f(x) ≈ TN(x) , x ∈ [0, 1] , (8)

связан с разложением (1). Поскольку

max
x∈[0,1]

∣∣f(x) − TN(x)
∣∣ �

∑
k∈IN

∣∣A(N)
k − ak

∣∣ +
∑
k/∈IN

|ak| ,

то точность формулы (8) зависит от того, насколько точны соотношения
A

(N)
k ≈ ak при k ∈ IN и ak ≈ 0 при k /∈ IN .
При выборе N нужно учитывать скорость изменения функции f(x). Вы-

числение коэффициентов A
(N)
k основано на использовании быстрого преобра-

зования Фурье.
Доклад является вариацией на тему из [1, с. 166–170].
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