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1◦. Пусть N = n1n2 . . . ns, где nα — попарно взаимно простые натуральные
числа, отличные от единицы. Обозначим Nα = N/nα . При каждом α ∈ 1 : s
возьмём натуральное число pα ∈ 1 : nα − 1, взаимно простое с nα.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Формула

j =

〈 s∑
α=1

jα pα Nα

〉
N

(1)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между наборами коэф-
фициентов (j1, j2, . . . , js) с jα ∈ 0 : nα − 1 и числами j ∈ 0 : N − 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Поскольку мощности множества векторов (j1, j2, . . . , js)
с jα ∈ 0 : nα − 1 и множества чисел j ∈ 0 : N − 1 равны, то достаточно прове-
рить, что разные векторы (j1, j2, . . . , js) порождают разные j. Допустив, что
(j1, j2, . . . , js) → j, (j′1, j

′
2, . . . , j

′
s) → j, получим

s∑
α=1

(jα − j′α) pα Nα = r N

при некотором целом r. Отсюда следует, что при всех α ∈ 1 : s〈
(jα − j′α) pα Nα

〉
nα

= 0 .

Поскольку произведение pα Nα взаимно просто с nα, то jα − j′α делится на nα,
а так как |jα − j′α| � nα − 1, то необходимо jα = j′α при всех α ∈ 1 : s.

Теперь ясно, что разные наборы коэффициентов (j1, j2, . . . , js) порождают
разные j. Предложение доказано.
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2◦. Перепишем (1) в виде

s∑
α=1

jα pα Nα = r N + j .

Как следствие, получаем 〈jα pα Nα〉nα = 〈j〉nα при всех α∈1 : s. Отсюда можно
вывести явную формулу для jα. Действительно, по условию числа pα Nα и nα

взаимно просты. Это гарантирует, что уравнение 〈x pα Nα〉nα = 1 имеет на
множестве 1 : nα − 1 единственное решение x = qα [1]. Более того, qα взаимно
просто с nα.

Покажем, что
jα = 〈j qα〉nα , α ∈ 1 : s . (2)

Для этого достаточно проверить, что правая часть (2) удовлетворяет уравне-
нию 〈x pα Nα〉nα = 〈j〉nα. Имеем〈〈j qα〉nα pα Nα

〉
nα

=
〈
j 〈qα pα Nα〉nα

〉
nα

= 〈j〉nα .

Формула (2) установлена.

Формулу (1) можно воспринимать как разложение индекса j ∈0 : N −1 по
базису {pα Nα}s

α=1 , в котором коэффициенты jα вычисляются по формуле (2).

Обозначим p = (p1, p2, . . . , ps) и запишем (1) в компактном виде

j = (j1, j2, . . . , js)p . (3)

Правую часть (3) будем называть p-кодом индекса j.

3◦. Как отмечалось, qα взаимно просто с nα при всех α ∈ 1 : s. Это даёт
возможность записать представление

j = (j∗1 , j
∗
2 , . . . , j

∗
s )q , (4)

где q = (q1, q2, . . . , qs). Для вычисления коэффициента j∗α нужно решить урав-
нение 〈x qα Nα〉nα = 1. Очевидно, что единственным на множестве 1 : nα − 1
решением этого уравнения является x = pα. Отсюда следует, что

j∗α = 〈j pα〉nα , α ∈ 1 : s .

Коды (3), (4) индекса j ∈ 0 : N − 1 назовём сопряжёнными. Если p = q, то
эти коды совпадают. В таком случае код j = (j1, j2, . . . , js)p с jα = 〈j pα〉nα при
α ∈ 1 : s назовём самосопряжённым.
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4◦. При p1 = p2 = · · · = ps = 1, т. е. при p = (1, 1, . . . , 1), p-код индекса j
называется руританским [2]. Вернёмся к подробной записи формулы (3) для
руританского кода:

j =

〈 s∑
α=1

jα Nα

〉
N

. (5)

Здесь jα = 〈j qα〉nα, причём qα — единственное на множестве 1 : nα−1 решение
уравнения 〈xNα〉nα = 1.

Сопряжённый к руританскому код называется китайским. Он порождает
представление

j =

〈 s∑
α=1

j∗α qα Nα

〉
N

(6)

с j∗α = 〈j〉nα.

ПРИМЕР 1. Пусть s = 2, n1 = 4, n2 = 25, так что N = 100, N1 = 25, N2 = 4.
Вычислим q1∈1 : 3 и q2∈1 : 24. Для этого нужно решить уравнения 〈25 x〉4 = 1
и 〈4 x〉25 = 1. Очевидно, что q1 = 1, q2 = 19. Согласно (5) любое число j∈0 : 99
допускает руританское представление

j = 〈25 j1 + 4 j2〉100 ,

где j1 = 〈j〉4, j2 = 〈19 j〉25. (Проверьте это на j = 13.)
Китайское представление числа j ∈ 0 : 99 определяется формулой (6):

j = 〈25 j∗1 + 76 j∗2〉100 ,

где j∗1 = 〈j〉4, j∗2 = 〈j〉25. (Проверьте это на j = 31.)

5◦. Обратимся к самосопряжённым кодам. Напомним, что взаимно простые
с nα числа pα, qα принадлежат множеству 1 : nα − 1 и связаны соотношени-
ем 〈qα pα Nα〉nα = 1. Выполнение условия pα = qα можно обеспечить, решив
уравнение

〈x2 Nα〉nα = 1 . (7)

Обозначим через bα единственное на множестве 1 : nα − 1 решение уравне-
ния 〈xNα〉nα = 1.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Уравнение (7) равносильно уравнению

〈x2〉nα = bα . (8)
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть 〈x2
0 Nα〉nα = 1. Тогда

〈x2
0〉nα =

〈
x2

0 〈bα Nα〉nα

〉
nα

=
〈〈x2

0 Nα〉nα bα

〉
nα

= 〈bα〉nα = bα .

Наоборот, если 〈x2
0〉nα = bα, то

〈x2
0 Nα〉nα =

〈〈x2
0〉nα Nα

〉
nα

= 〈bα Nα〉nα = 1 .

Предложение доказано.

В случае, когда уравнение (8) имеет решение, говорят, что bα является квад-
ратичным вычетом по модулю nα [3]. Уравнение (8) не всегда имеет решение.
Например, не существует целых x, удовлетворяющих уравнению 〈x2〉5 = 2. В
то же время уравнение 〈x2〉5 = 4 имеет на множестве 1 : 4 два решения x = 2
и x = 3.

Предположим, что уравнение (8) имеет решение x = pα на множестве 1 : nα

при всех α∈1 : s. Обозначим p = (p1, p2, . . . , ps). Тогда p-код числа j∈0 : N −1
является самосапряжённым, т. е. j = (j1, j2, . . . , js)p, где jα = 〈j pα〉nα.

ПРИМЕР 2. Сохраним данные примера 1: n1 = 4, n2 = 25. Покажем, что в
этом случае существует четыре самосопряжённых кода.

Решив уравнения 〈25 x〉4 = 1, 〈4 x〉25 = 1, найдём b1 = 1, b2 = 19. Перейдём
к уравнениям

〈x2〉4 = 1 , 〈x2〉25 = 19 .

Первое из них имеет два решения p1 = 1 и p1 = 3. Столько же решений имеет
и второе уравнение: p2 = 12, p2 = 13. Комбинируя значения p1 и p2, получаем
четыре самосопряжённых кода для чисел j ∈ 0 : 99:

1) p1 = 1, p2 = 12;

j = 〈25 j1 + 48 j2〉100 , j1 = 〈j〉4 , j2 = 〈12 j〉25 .

2) p1 = 1, p2 = 13;

j = 〈25 j1 + 52 j2〉100 , j1 = 〈j〉4 , j2 = 〈13 j〉25 .

3) p1 = 3, p2 = 12;

j = 〈75 j1 + 48 j2〉100 , j1 = 〈3 j〉4 , j2 = 〈12 j〉25 .

4) p1 = 3, p2 = 13;

j = 〈75 j1 + 52 j2〉100 , j1 = 〈3 j〉4 , j2 = 〈13 j〉25 .
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6◦. Отметим одно замечательное свойство китайского кода (6).
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть числа k, j ∈ 0 : N − 1 имеют китайские коды

k = (k∗
1, k

∗
2, . . . , k

∗
s)q , j = (j∗1 , j

∗
2 , . . . , j

∗
s )q ,

где k∗
α = 〈k〉nα, j∗α = 〈j〉nα. Тогда

〈k + j〉N =
(〈k∗

1 + j∗1〉n1, . . . , 〈k∗
s + j∗s 〉ns

)
q
,

〈k j〉N =
(〈k∗

1 j∗1〉n1, . . . , 〈k∗
s j∗s 〉ns

)
q
.

Док а з а т е л ь с т в о. Запишем(〈k + j〉N
)∗

α
=

〈〈k + j〉N
〉

nα
= 〈k + j〉nα =

〈〈k〉nα + 〈j〉nα

〉
nα

= 〈k∗
α + j∗α〉nα .

Аналогично(〈k j〉N
)∗

α
=

〈〈k j〉N
〉

nα
= 〈k j〉nα =

〈〈k〉nα 〈j〉nα

〉
nα

= 〈k∗
α j∗α〉nα .

Предложение доказано.
7◦. Сопряжённые коды применяются в методе простых множителей быст-

рого вычисления дискретного преобразования Фурье [2]. Точнее, используется
следующее свойство комплексного числа ωN = exp(2πi/N), являющегося кор-
нем N -й степени из единицы.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть k, j∈0 : N−1, причём известны p-код числа j
и сопряжённый код числа k:

j = (j1, j2, . . . , js)p , k = (k∗
1, k

∗
2, . . . , k

∗
s)q ,

где jα = 〈j qα〉nα, k∗
α = 〈k pα〉nα. Тогда

ωkj
N =

s∏
α=1

ωk∗
αjα

nα
. (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку 〈qα pα Nα〉nα = 1, то

ωkj
N = ω

(∑s
α=1 k∗

α qα Nα

)(∑s
α=1 jα pα Nα

)
N = ω

∑s
α=1 k∗

α jα qα pα N2
α

N =

=
s∏

α=1

ωk∗
α jα〈qα pα Nα〉nα

nα
=

s∏
α=1

ωk∗
α jα

nα
.

Предложение доказано.
СЛЕДСТВИЕ. В случае самосопряжённых кодов

k = (k1, k2, . . . , ks)p , j = (j1, j2, . . . , js)p

с kα = 〈k pα〉nα, jα = 〈j pα〉nα формула (9) принимает вид

ωkj
N =

s∏
α=1

ωkαjα
nα

.
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8◦. Вопросы кодирования индексов рассматривались также в работах [4,5].
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