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1◦. Пусть Ai − (ri × n)-матрицы, i = 1, . . . , m. Обозначим

gi(x) = bi − Aix

и рассмотрим при фиксированном λ ∈ (0, 1] последовательность экстремаль-
ных задач

Qk(x) :=

k∑
i=1

λk−i‖gi(x)‖2 → min, k = 1, . . . , m. (1)

При λ = 1 и k = m имеем стандартную блочную задачу о наименьших квад-
ратах.

Приведем квадратичную функцию Qk(x) к каноническому виду. Запишем

Qk(x) =
k∑

i=1

λk−i〈bi − Aix, bi − Aix〉 =

=
k∑

i=1

λk−i‖bi‖2 − 2

〈
k∑

i=1

λk−iAT
i bi, x

〉
+

〈( k∑
i=1

λk−iAT
i Ai

)
x, x

〉
.

Обозначим

Hk =

k∑
i=1

λk−iAT
i Ai.

Тогда

Qk(x) = 〈Hkx, x〉 − 2

〈
k∑

i=1

λk−iAT
i bi, x

〉
+

k∑
i=1

λk−i‖bi‖2.

∗Санкт-Петербургский городской семинар «Всплески (wavelets) и их приложения».
Секция «Дискретный гармонический анализ»: http://www.math.spbu.ru/user/dmp/dha/
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Отметим, что

Hk = λHk−1 + AT
k Ak, k = 1, . . . , m; H0 = 0. (2)

В силу определения матрица Hk симметрична и неотрицательно определе-
на. Если она имеет обратную, то решением задачи (1) при фиксированном k
является вектор

Ψk = H−1
k

(
k∑

i=1

λk−iAT
i bi

)
. (3)

ТЕОРЕМА. Предположим, что матрица AT
1 A1 положительно определена.

Тогда векторы Ψk могут быть вычислены рекуррентно:

Ψk = Ψk−1 + H−1
k AT

k (bk − AkΨk−1), k = 1, . . . , m;

Ψ0 − произвольный вектор.
(4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как матрица AT
1 A1 положительно определена, то

все матрицы H1, . . . , Hm также положительно определены и, в частности, об-
ратимы.

При k = 1 формула (4) проверяется непосредственно:

H1 = AT
1 A1, Ψ1 = H−1

1 AT
1 b1 = Ψ0 + H−1

1 AT
1 (b1 − A1Ψ0).

Пусть k � 2. Согласно (3)

λHk−1Ψk−1 =
k−1∑
i=1

λk−iAT
i bi = HkΨk − AT

k bk.

Учитывая (2), получаем

HkΨk = λHk−1Ψk−1 + AT
k bk = (Hk − AT

k Ak)Ψk−1 + AT
k bk =

= HkΨk−1 + AT
k (bk − AkΨk−1).

Остается обе части последнего равенства умножить на H−1
k .

2◦. Матрицы Hk пересчитываются по формуле (2). Выведем формулу для
пересчета H−1

k .

ЛЕММА (Шерман-Моррисон-Вудбери). Пусть

D = H + AT A,

где A − (r × n)-матрица. Если матрица H симметрична и положительно
определена, то

D−1 = H−1 − H−1AT P−1AH−1, (5)

где P = Ir + AH−1AT , Ir− единичная (r × r)-матрица.
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Док а з а т е л ь с т в о. Ясно, что матрицы D и P положительно определены и
потому имеют обратные. Покажем, что

(H + AT A)(H−1 − H−1AT P−1AH−1) = In.

Преобразуем левую часть:

In + AT AH−1 − AT P−1AH−1 − AT (AH−1AT )P−1AH−1 =

=In + AT AH−1 − AT P−1AH−1 − AT (P − Ir)P
−1AH−1 = In.

Лемма доказана.

Из (2) и (5) следует, что

H−1
k = λ−1H−1

k−1 − λ−2H−1
k−1A

T
k P−1

k AkH
−1
k−1, (6)

где Pk = Irk
+ λ−1AkH

−1
k−1A

T
k .

При rk = 1 матрица Ak становится вектором-строкой. В этом случае фор-
мула (6) принимает более простой вид:

H−1
k = λ−1H−1

k−1 − λ−2α−1
k (H−1

k−1A
T
k )(H−1

k−1A
T
k )T ,

где αk = 1 + λ−1〈Ak, H
−1
k−1A

T
k 〉.

3◦. Указанная теорема вместе с леммой используются в алгоритме после-
довательной регрессии при адаптивной обработке сигналов [1, c.139-145]. По
поводу леммы Шермана-Моррисона-Вудбери см.[2]
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